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A Felvilagosodas kora

* novekvl népesség, élettartam, ,,GDP”, stb.
* elterjedd irasbeliség, mliveltség és kdozoktatas

. Friyes' Il. (Nagy) Frigyes
Szamunkra relevans: (ur. 1701-13) (ur. 1740-86)

e 1701: Porosz Kiralysag |étrejon

e 1703-21: az Orosz Birodalom alapitasa

e 1756-63: Hétéves haboru

e 1789: Bastille ostroma — Francia forradalom

* 1799: Napodleon atveszi a hatalmat . (Nagy) Péter II. (Nagy) Katalin
(ur. 1682-1725)  (ur. 1762-96)

%:ﬁlllllmﬁﬂl;" o
Berlini Tudomanyos Szentpetervan T. A. XV. Lajos Bonaparte
Akadémia (1700) (1724) (ur. 1715-74) Napodleon



A felvilagosodas fogalma

,A felvilagosodas az ember kilabalasa maga okozta \
kiskorusagabdl. Kiskorusag az arra valo képtelenség,
hogy valaki masok vezetése nélkul gondolkodjék.
Magunk okozta ez a kiskorusag, ha oka nem értelmuink
fogyatékossagaban, hanem az abbeli elhatarozas és
batorsag hianyaban van, hogy masok vezetése nélkdl
eljink vele. Sapere aude! Merj a magad értelmére
\ié\maszkodni! — ez tehat a felvilagosodas jelmondata.”

— hit az észben és a tudasban:
az ember boldogsaganak és
felemelkedésének eszkoze

Immanuel Kant
(1724-1804)



ENCYCLOPEDIE,

DICTIONNAIRE RAISONNE
DES SCIENCES,

A Francia Enciklopédia

Encyclopédie, ou dictionnaire raisonné des sciences, S G A e R S
des arts et deS métiers PAR UNE SOCIETE DE GENS DE LETTRES.

. SR T 7 s 7 , 3Bn~1€t€&pﬂﬁw.\|.bfpfk()r.&fA(b—'&"}tRCpkdﬂ.\':iﬂ_taé:;‘:le(ﬁ
(Enciklopédia, vagy a tudomanyok, miveszetek és AT I A
mesterségek rendszeres szotara) o, T el

TOME PREMIER.

— Megjelenés: 1751-80

— Kotetek szama: 28 + 5 + 2 névmutatod

— Példanyszam: 4000 (ez akkor rengeteg)

— 142 nevesitett munkatars, kétszer annyi névtelen

— Legfontosabb szerz6k (cikkszam szerint): Riha
17288 — Chevalier Louis de Jaucourt « 428 — Marc-Antoine Eidous ke A L DA P SR LU R e R DY RO,
5394 — Denis Diderot » 414 — Holbach bard
4268 — Boucher d'Argis e 388 — Francois-Vincent Toussaint
1925 — Edme-Francois Mallet « 344 — Jean-Jacques Rousseau 13 S
1309 — Jean le Rond d'Alembert « 337 - Pierre Tarin &F :¥ R jJ
994 — Jacques-Nicolas Bellin + 227 — Claude Bourgelat ELE i.-i iHir
720 — Guillaume Le Blond » 214 — Jean-Baptiste de La Chapelle Had da jﬂl.iiﬂj i
707 — Gabriel-Francois Venel s 199 — Urbain de Vandenesse !

693 — Pierre Daubenton « 192 — Arnulphe d'’Aumeont FEE &
541 — Antoine-Joseph Desallier d'Argenville 129 — César Chesneau Du Marsais 1 1
482 — Jacques-Francois Blondel » 119 Cahusac | B ‘
449 — Antoine Louis + 108 Le Roy 'ﬂjr .




Az Enciklopédia célkitlzése

»a Célja, hogy 0sszegyljtse a fold szinén szétszort
ismereteket, feltarja ez ismeretek altalanos
rendszerét azoknak az embereknek, akikkel egy
korban éliink s atadja 6ket azoknak, akik majd
miutanunk jonnek; az elmult szazadok munkai ily
modon nem lesznek foloslegesek az eljovendé
szazadoknak; unokaink nemcsak maveltebbek,
hanem erényesebbek és boldogabbak is lesznek;
s mi magunk se halunk meg anélkil, hogy ne
\h\asznélnénk az emberiségnek.”

Denis Diderot,
fészerkeszt6
(1713-84)



A tudas jellege és a haladas

Diderot szamara a tudas:

pozitiv, kumulativ (felhalmozédd): egyre boviilé ismeretek
az emberiség javat és haladasat szolgalja

az ember emancipacidjanak és boldogulasanak eszkoze
autoném: politika- és vallas-mentes (,tiszta”)
demokratikus: a lehet6 legszélesebb korben ismert

Condorcet marki (1743-94) szamara a torténelem célja: az egyre tokéletesebb

emberi vildg 2 ennek eszkoze a felvildgosodas:
anyagi, erkolcsi, szellemi zsarnoksag elleni lazadas
tarsadalmi egyenl6ség, egyéni szabadsag

nincsenek természeti gatak: orokos haladas lehetséges
az egyetlen korlat maga az ember

a haladas természeti (és természetes) folyamat



A tudas faja

Sokaig uralkodd mintazat a tudas
terlleteinek osztalyozasaban:

emlékezet = torténelem

értelem -2 filozofia
Isten: mindenféle teoldgiak
|élek: |1élekfilozbfia, érzékeléstan
ember: etika, logika

természet: matematika, fizika,
csillagaszat, kémia, stb.

képzelet—> mlivészetek
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DES CONNOISSANCES HUMAINES.

“SYSTEME FIGURE
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A csillagaszat helye
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- a csillagaszat (,geometriai csillagaszat”) a matematika része




A BevezetGbol:

,Miutan végil visszatértlink a fizikai vilaghoz, maris
észrevesszik, hogy milyen hasznot hajt a Geometria és a
Mechanika, melyek altal szert tehetiink a legvaltozatosabb
és legalaposabb tudasra a testek tulajdonsagairdl. Nagyjabol
igy szlilettek az ugynevezett fizikai-matematikai tudomanyok
is. Eltikre az Asztrondmiat tehetjiik, melynek vizsgalata —
onmagunk vizsgalata utan — a legméltdbb a figyelmunkre
amiatt a csodalatos latvany miatt, melyet elénk tar. Eszlelés
és szamitasok dsszekapcsolddnak és kdlcsondsen értelmezik
egymast, igy e tudomany csodalatos pontossaggal meg
tudja hatarozni az égitestek tavolsagait és legbonyolultabb
mozgasait, mikozben azokra az er6kre is ramutat, melyek e
mozgasokat eredményezik vagy modositjak. gy aztan joggal

o~ 7 o 7

legfenségesebb és legmegbizhatobb alkalmazasaként,
haladasat pedig tarthatjuk a legvitathatatlanabb
emlékmiinek mindazon sikerek kozul, melyekhez a szorgos
emberi elme felemelkedni képes.”

Jean le Rond d'Alembert,
a tudomanyos szdcikkek
legf6bb szerzbje




Newton szerepe

Voltaire Elémens de la philosophie
de Neuton c. mlvének boritdja ——
(1738)

Fent, balra: Newton a fellegekben,
az lgazsag fényének forrasa
(kbzelében)

Fent, jobbra: Mme du Chatelet,
Voltaire segitfje és szeretlje,
tukrozi a fényt

Lent: Voltaire a visszavert fényben
dolgozik

— 6 mutatta meg, hogyan lehet az
embernek kiemelkedni a tévedések
utveszt6jébdl: ész és matematika




A matematika 1700 korul

Intézményesulés: tarsasagok, folydiratok, szakmai kozosség, kommunikacio...
Euférikus hangulat: a régiek tulszarnyaldsa, a haladas eszméje

— mennyiségi forradalom: 1500 és 1700 kozott az eurdpai matematikusok
sokkal tobbet alkottak, mint a gorogdk 1000 év alatt

— minGségi forradalom: szlilet6ben/elterjedében az algebra (mint
alaptudomany), analizis, anal. geo., val. szam., projektiv geo., stb.
(az eukleidészi 6rokség hattérbe szorul és atértelmezésre keriil)

Sikerek az alkalmazasokban, de problémak az elméleti alapokkal
— fokozatos eltolodas az eredményorientalt (vs. ,tiszta”) matek felé
— intim Osszefonddas a természettudomanyokkal (mechanika)

(Ebbe részben a torténelmi besorolas miatt, részben a newtoni iranyvonal
miatt beletartozik a csillagaszat, vagy annak elméleti része is)



A Bernoulli-csalad

Egy csomo hires svajci tudds (kék: tudos):

Jacob
1654-1705

Johann
1667-1748

Nicolaus 11
1695-1720

Micolaus Bernoulli
(6231703

|

Jacab Bernoulli

(1654-17049;

|

Micolaws Bernoulli
(1662-1716)

Micolaus | Bernoulli
(1687-17T58)

|

Jobann Bernaulli
186 7-1748)

!

|

Micalaus 11 Bernaulli
(16951 T26)

Daniel Bernoulli
(1700-1752)

Johann Il Bernoulli
(17101790

Jahann Il Bernaulli
(17441807

Daniel Bernoulli
(17511834

Jacob |1 Bernaulli
17591729

Daniel
1700-1782

Johann 11
T7I0-1790

Johann 11
1744-1807

Jacoh 11
I758-1789



« Jacob Bernoulli (1655-1705)

* Johann Bernoulli (1667-1748)

Leibniz tamogatdja és matematikajanak tovabbgondoldja
a variaciészamitas egyik megalapozdja
differencidlegyenletek felé (Bernoulli-egyenlet)

véges (B-egyenl6tlenség) és végtelen (konvergencia) sorok
az e konstans ,felfedez6je”

a valodszinliségszamitds egyik alapmdvét irta (Ars conjectandi, 1713)
stb. stb.

az els6 nyomtatott analizis-tankdnyv (1696)
a variaciészamitas masik megalapozdja
analitikus geometria (kupszeletek) uttordje

Leibniz ,,bulldogja”, Euler tanara

* Johann 3 fia, Nicolaus (1695-1726), Daniel (1700-82) és Il. Johann (1710-90)
a Szentpétervari Akadémia munkatarsai, f6leg val.szam. és mat.fiz.

—> a Leibniz-féle analizis valik az alapmatematikava a kontinensen: gyors fejl6dés
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Egy oldal Jakob Ars conjectandi-jabol

DES INFINIMENT PETITS, Z, Dart 9
Ce qui donne cecre regle geénérale,

Recre IV.
Dour les Puiflances parfaites ox imparfaites.

La différence d'une puiffance quelconque parfaite ou
imfarfaite d'une quantite varable, eft égale au produic
del'expofant de cette puiflance, par cette méme quantité
€levee d une puiffance moindre d’une unité, & multiplice
par fa difference.

Ainfi i I'on fuppofe que » exprime el nombre enrier ou
rompu que l'on voudra, foir pofitif, foit négatif, &« une
quantite variable quelconque, la différence de x* fera
toujours m x ™ ~'dx.

ExEMPLES

La diﬂ'f'rencc du cube de 2y — xx, c'elt 4 dirc de
ay — xx,clt 3% ay —xx xady —2xdx= ;ayydy
— baaxxydy + jax'dy —6anyyxdx + 12ayx'dx
— 6 x'dx. -

La difference de Viy + yy ou de xy + yy*, elt
yAdy dexdy e 15y

Wiy s

PO &
Ixxyaygy *xydx+ xdy+ 2ydy, ou

3
Y

a Sl o
Celle devi*s—axyyon dea+ axyy*, ft { x &' - axpy

ayydxtrsxydy Cllede o
x¢]y2;+ux]2;,ou-‘—';fy__i_.—jx—'r- elle de yax <+ xx,
3

onde ;-x—-:_x.x%, elt £ x ax +x% ' xadx a 2xdx, ou
advaderxdx
Iyax 4 xx .
La différence de Vax + xx + Va' +axyyonde

X L

‘x+xx+v‘,o+——4xyy t’ eft - xdx*xx-i-Vd'-o-dx}y
ayydxA=2r00dy | gdr-ixdx

d =< —
X adx + 2xdx + Ve ey P New eV saay

ayydx = 1axydy
340t niyy % 3VAX e 5k A Y S a)

B

Egy oldal Johann tankonyvébdél



A matematika szigora

ﬁem meglepd, hogy Eukleidész annak bizonyitasan faradozik, hogy két, \
metsz6 kor kozéppontja nem lehet azonos, vagy hogy egy haromszog
oldalainak 6sszege kisebb a koré irt masik haromszog oldalainak 6sszegénél.
Ennek a geométernek ugyanis csokonyos szofistakat kellett meggydznie, akik a
legevidensebb igazsagok elvetését tartottak a legnagyobb dics6ségnek, igy
aztan a geometrianak — csakugy, mint a logikanak — formalis érvelésen kellett
alapulnia ahhoz, hogy kivédje a kicsinyes kotozkddést. Am mara fordult a
kocka. Minden olyan érvelés, amely csak azt fejti ki, amit a j6zan ész mar eleve
tudott, csupan az olvaso farasztasat szolgalja, igy ezekt6l ma inkabb

\itekint(jnk.”

T Alexis Clairaut (1713-1765)

= ha nem megy a szigoru logikai megalapozas, akkor
nem is kell: a gyakorlat majd igazol utdlag




A csillagaszat allasa

A 18. szazad elejére az ismert Naprendszer:
18 dologbdl all: Nap + 6 bolygd + 10 hold (1 F, 4 J, 5 Sz) + 1 gy(ir(

— Ustokosok: idénkénti latogatdk (=2 késGbb: esetleg rendszeresen), am
nincsenek hatassal a tobbire

— csillagok: tobb ezer, de ezek nagyon messze vannak, és nincs szamottevd
hatasuk a Naprendszerre

a mozgasuk elég jol ismert, tavolsaguk kb. becsililheté (aranyok pontosan)

majdnem mind gomb alaku (a gy(r(t hagyjuk)

mind hat mindegyikre gravitacidsan, de mas médon nem nagyon (picit h6)

—> Feladat: Adott e testek helye és mozgasa valamely id6pontban. Vezesslik le a
kdlcsonds vonzasuk alapjan, matematikai szamitasok segitségével a helyiket
és mozgasukat mas id6pontokra, és mutassuk meg, hogy az eredmény
egyezik az észlelésekkel!

— ehhez tudni kell a tomegiliket = ezt becsilni kell igy, hogy minél jobban
egyezzen a szamitas a megfigyelésekkel




Az altalanos feladat

Ennyi test egymasra hatasat nem lehet egyszerre vizsgalni

Kéttest-probléma: csak két test hat egymdsra = Newton megoldja
(mddositott Kepler-torvények)

Haromtest-probléma: harom test kolcsonds hatdsa =2 ez is rendkiviil
bonyolult (zart analitikus alakban megoldhatatlan: 19. sz. vége)

m,m FL
AL k2 L% _ ‘;_1.1 Newton-egyenletek Satellite _

rij 17

I n m . m .,
u = 1K’ > 5 | helyettesitéssel

i=1 3=1 Tij

jFi Earth =7

m i, = 2Y v = 5, =2U m =1-p*leae

%3 7 Jx Mi¥iTayr Mi%iTez
alakra hozhatok.
- Kilonboz6 fizikai integralokkal (tomegkozéppont, impulzusmomentum,

energia) az egyenletek nyolcadrend(i rendszerre redukalhaték



A feladat egyszer(sitése

* EgyszerUsitések:

— egy kiterjedt gdomb grav. hatasa olyan, mintha a TKP-ba lenne s(ritve
- témegpontokkal lehet szamolni

e agombtdl valod eltérések ezek utan kilon vizsgalhatok (pl. precesszio)

— minden test mozgasat elsGsorban egyetlen mdsik hatarozza meg (Nap
vagy anyabolygd)
* a tobbi hatasa ezek utan kilon vizsgalhato: perturbacidk (zavarok)

— a hatasok egyuttes eredménye ugyanaz, mint az egyes hatasok
eredményeinek 6sszege > kiilon vizsgalhatdk: a Naprendszer fliggetlen
haromtest-rendszerek osszességeként tekinthet6

— kicsik az excentricitasok (= kb. kor) és a palyahajlasok (kb. sik)
* gy elsé kdrben minden kdrhoz kdzeli ellipszispalyan mozog vmi mas koriil, és
a tobbi test csak kicsit zavarja ebben (korlatozott haromtest-probléma)

- egyre tobb zavard hatast lehet egyre jobban figyelembe venni, és a kozelits
eredmények egyre pontosodnak



CDE

Leonhard Euler
(1707-83)

Alexis Claude Clairaut
(1713-1765)

A feladat megoldoi

Jean-le-Rond D’Alembert
(1717-1783)

Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813)

Pierre-Simn Laplace
(1749-1827)



Leonhard Euler

Allomasok:

— 1707-27: Svajc, Bazeli Egyetem - tanara: Johann Bernoulli
- az elsd, Anglian kivili newtonidnussa valik

— 1727-41: Szentpétervari Akadémia (Daniel and Nicolaus B. mellé)

— 1741-66: Berlini Akadémia

— 1766-83: ismét Szentpétervar
13 gyerek (5 né fel)
Vaksag: 1738: egyik szemére; 1771: teljesen <> nem zavarja a munkaban
Szakma:

— 13-szor nyeri el a Francia Akadémia éves nagydijat

— életében tobb, mint 800 irast (konyv vagy cikk) készit, 560 megjelenik
- minden id6k egyik legtermékenyebb tuddsa
Hajalakor: ,Megsz(int szamolni és élni” (Condorcet)

— féleg a matematika mindenféle aga, ennek a csillagaszat csak
,mellékterméke”



* azegyik legsikeresebb jel6lés-bevezetd
— e, i, I sin, cos, tan
— geometria: a, b, ¢ a haromszog oldalai; A, B, C a csucsai
— >, Ax, A%x, f(x), stb.

* rengeteg terllet:

— szamelmélet: primek, tokéletes szamok, baratsagos szamparok
— algebra: végtelen sorok (trigo.), képzetes szamok, egyenletek
— analizis: differencialegyenletek alapjai

— analitikus geo.: gorbék szisztematikus paraméterezése

— grafelmélet: Konigsberg hidjai

— topoldgia: poliéder-sejtés




Alexis Claude Clairaut

* Matematikai csodagyerek = 13 évesen el6ad az Akadémian, 18 évesen
tagja
e 1736: Maupertuis expedicidja Lappfoldre = a Fold alakja
— 1743: minden addiginal pontosabb megoldas, alapjaiban maig jo

e 1758: perturbacids palyaszamitasok a Halley-Ustokosre
—> a Szaturnusz kb. 100, a Jupiter kb. 518 nappal késlelteti
—> varhato perihélium: 1759. aprilis 13 +/- 1 hénap
- valdsag: marcius 12
— ez teszi igazan hiressé (iszonyu bonyolult és hosszu szamitasok)

Az estéknek és a lakomaknak szentelte magat, és élénk érdekl6dést
mutatott a n6k irant, és amikor megprébalta a gyonyort belevinni
hétkdznapi munkajaba, elveszitette nyugalmat, az egészségét, majd 52
éves koraban az életét is.” (Charles Bossut, 1730-1814)

5 . d . .
g=G [1 + (ﬁm — f) sin® tp} y(zr) = Id_y +f (d:r) r(t) cosf(t) = constant.

A grav. gyorsulas a Foldon A Clairaut-egyenlet A Clairaut-relacié



Jean-le-Rond D’Alembert

* keresztnév: a templom, aminek IépcsGjén taldltak = mindig viszonylag
szegény és szerény marad (nem fogadja el Katalin és Frigyes meghivasait)

* nagy rivdlisa Clairaut-nak = minden munkdjat hevesen kritizalja

» 1743: Traité de Dynamique - a D’Alembert-elv els6 megfogalmazasa +
Newton 3. torvényének alapos vizsgalata

e 1749: mU a precessziordl és nutaciordl 2 helyes magyardzat
* az Enciklopédia egyik szerzfje (pl. Bevezetés), tudomanyos fészerkeszto

* Késobb kevesebb matek, inkdbb szervez6i teenddk (Akadémia titkara) +
filozofia, politika, irodalom

* Barigen elismert ember, jeltelen sirba temetik (kozismert, hogy hitetlen)

- o 1 02  9? ik o 2 _ : _ : _ gy
0=0"0,=0"0,0,= 555~ 35~ oW 07 U — CUzz = 0, u(z,0) = g(x), we(z,0) = hiz),
_ 1 ,_ 18 ' f—l ' t ' t ifﬁﬂf' d
“zae Y Tage & wz,t)=glglw—ct)+glete)+ 57 ) hE)dE

D’Alembert-operator (hulldmmechanika) a D’Alembert-egyenlet (hullamok) alakjai



Joseph-Louis Lagrange

Torindban él6, francia szarmazasu csaladbdl (Giuseppe Luigi Lagrangia)
a Torinoi Tudomanyos Akadémia egyik f6 el6készit6je
variacioszamitdssal foglalkozik = Euler felveteti a Berlini Akadémiara (1766)

— |l. Frigyes: Eurdpa legnagyobb kiralyanak Eurdpa legnagyobb
matematikusara van szliksége

1687: Parizs, az Akadémia tagja
— 1790-99: a Suly- és Mértékuligyi Bizottsag elnoke
(= Sl rendszer alapja)
— az Akadémia bezarasakor (1793) tovabb dolgozik

— (Lavoisier menti meg a kilfoldieknek jaré kivégzéstal,
de magat nem tudja)

— tandri allasok: 1795: Ecole Normale,
1797: Ecole Polytechnique

— élete végén Napoleon tobbszorosen kitlinteti




Analizis mindhalalig:

Rengeteg matematikai terulettel foglalkozik: differencialszamitas,
variacioszamitas, szamelmélet, analitikus geometria, algebra, stb...

F6mU: Mécanique analitique, 1788
— a Newton 6ta eltelt id6 minden munkajanak 6sszefoglalasa
— avirtualis munka fogalmabdl a variacioszamitas segitségével levezeti az

egész mechanikat (szilard testekre és folyadékokra)

,Ebben a miben nincsenek abrak. Az dltalam ,
hasznalt mdédszer nem igényel sem szerkesztése- MECHANI QUE
ket, sem geometriai vagy mechanikai bizonyitaso- ANALITIQUE;
kat, hanem csakis algebrai mUiveleteket, melyek
egységes és altalanosan szabalyszer( eljaras ala
esnek. Akik szeretik az analizist, orommel |atjak,
hogyan valik a mechanika az egyik agava, és
lekotelezem 6ket azzal, hogy kiterjesztem
hatokorét.”

Par M. DE LA GRANGE , de I Académie des Sciences de Paris,

de celles de Berlin, de Péterstourg', de Turin, &e.

Théorie des fonctions analitiques (1797) A PARIS,
Résolution des équations numeriques (1798) ; (e B Yamwn BERKING G il
Lecons sur le calcul des fonctions (1805) O Gl i o 5 IO

M. DCC.. LXXXYIIL
AvEc APPROBATION ET PRIVILEGE DU Ror



Pierre-Simon Laplace

Francia, parizsi, az Akadémia tagja (1773), a Suly- és Mértéklgyi Bizottsag
tagja (= biztonsag a Terror ideje alatt), Napodleont vizsgaztatja egy
tuzériskolaban

Napodleon tiszteli, igy ragokat kap (1806: gréf; 1817: marki)
+ 1799-beb belligyminiszter
Meécanique Céleste: 5 kotet (1799-1825)
— mindent 6sszefoglal, ami a terlleten Newton 6ta tortént (beleértve
sajat korabbi eredményeit)

— ,Acsillagaszat, ha a lehet§ legaltalanosabban tekintjuk, a mechanika
nagy problémaja, melynek 6nkényes adatai az égi mozgasok elemei, és
melynek megoldasa egyszerre mulik az észlelések pontossagan és az
elemzés szinvonalan.”

Exposition du systeme du monde, 1796
— ismeretterjeszté munka: nincs benne matek
egyebek: valoszinlségszamitas, statisztika, fizika szamos aga, filozofia...



Sztori: | ,Laplace ur, ugy hallom, On irt egy hatalmas
kdnyvet az univerzum szerkezetérdl, am
abban egyszer sem emliti meg annak
Teremtdjét. Hogy van ez?”

K "l' R \ 1T E

MECANIQUE CELESTE,

,Nem volt sziikségem erre a hipotézisre, Felség.”

* persze a sztori hitelessége erdsen vitatott
e viszont rendkivil kbzismert

* és Osszeflggésbe hozhatd a Laplace-démonnal:
ha az ismerné az 0sszes részecske fizikai paramétereit egy
adott id6pontban, és végtelenll j6 matematikus lenne,
akkor ki tudna szamolni a vilag barmely jov6beli allapotat
—> determinisztikus vilagkép (= Isten helye?)



A modszer 1. — CDE

* Alapdtlet (Clairaut, D’Alembert):

ha —f(rle, = mi = m(¥ —ré%)e, + m(276 +ré)e; a 2. Newton-egyenlet
polarkoodinatas alakja radialis komponensre, akkor

— helyettesitve h =r28 : m(F —h°r?)=—f(r)  (nemliearis diff. egy.)

— helyettesitve u=1/r: d?u e f(1/u) (lindris diff. egy.
da? ~ mh2u? flggetlen valtozdval)
— helyettesitve f(1/u) = muu* (<« gravitaciés vonzas): d’u cu B
dg? B E

Tehat a lényeg: Ugy egyszerUsitsiik az egyenleteket, hogy a fizikailag

értelmezheto tagok kifejezésével és helyettesitésével egyszerlibb formara
hozzuk

Ez mar Euler 30-as években kidolgozott mddszere szerint megoldhato
(linearis diff.egy. konstans egylitthatdkkal = trigonometrikus és hatvanysorok)

— megoldds: = Acos(® —a)+u/h? ,ésha t=h’/u és e=rA | akkor

SRR o o<1 -1 | 1

palya:  kor ellipszis parabola hiperbola




A mddszer 1. — L2

* Lagrange, Mécanique analitique, 1788: nem kell altaldban 3D KR-ben nézni,
mert a fizikai feltételek sok mozgast eleve kizarnak és dsszefliggéseket
teremtenek a paraméterek kozott

— ezeket a feltételeket bele kell foglalni a mozgas geometriajaba
(altalanositott koordinatak: g;)

— fizikai feltételek (pl. megmaradasi torvények) hatarozzak meg a rendszer
geometriaként felfogott stukturajat

— (térdimenziok szama) x (a rendszer 6sszetevdinek szama) — (korlatozdsok szama) =
= (szabadsagi fokok szama) = (dltalanositott koordindtdk szama)

e &
or; L , . ,
or; = Z Eﬁ‘q!: 5q;, avirtudlis elmozdulés egy ilyen térben
j=1 Y4

= igy valik a matematika fizikava és a fizika matematikava



A modszer 2.

D’Alembert-elv: D’Alembert mar 1743-ban felvetette, de Laplace fogta
igazan munkara és tette alapvetéve

A fizikai korlatozasok szerint mozgo testen végzett virtualis munka O:

mn

SW = Z[F“' — mga;) - or; = 0. (igy az m-a mennyiseg virtualis erévé valik)

i=1

lgy lesznek altalanositott erdk:

Végul az altalanositott mozgasegyenlet:
(ez tartalmazza a Newton-torvényeket)

(Ebbdl vezetik le a Lagrange-egyenleteket:)

dt \ dg; dg;
dL °. . OF;
oL Y
0T 3—1/\18?‘3'




A modszer 3. — CDE

Euler:

* akupszelet-palyak a kéttest-probléma
megolddasai, nem a haromtesté

* de ha az egyik hatas kicsi (perturbacio),
akkor ugy lehet tekinteni, mintha egy
ellipszis lassan mozogna v. valtozna
(Ptolemaiosz és Euler kozti id6 alatt
a perihélium szoge kb. 5°-ot valtozott)

» stabil palya vdltozo pdlyaelemekkel:

— nagysag
— alak

— helyzet

* néhany egyszer( esetben tudja szamolni az ellipszis valtozasat, de altalaban
tul nehéz



Eredmények: a Hold mozgasa

* Jelentbség:

— fontos gyakorlati probléma (foldrajzi hosszusag mérése)
- az Akadémia kb. évente nagydijat tiiz ki az egyre jobb megoldasokra

— a haromtest-probléma alapesete: a Hold mozgasat a Fold hatarozza meg
+ erre jon ra a Nap okozta zavar (igaz, hogy nagy, de mert messze van)
+ a tobbi égitest nem szdl bele (nem olyan nagyon, és tul messze vannak)

— Newton: néhany ismert szabalytalansagot kvalitative megmagyaraz, és
néhany, még ismeretlen |étét eldrejelzi <> a részletek és kvantitativ
pontossag meég varatnak magukra

* Euler, Clairaut, D’Alembert: analizissel tamad a geometria helyett
— eleve tovabb pontosithatd, nem kell mindig Ujabb szerkesztést kitalalni
- minden ismert szabalytalansag magyarazhatéva valik kvalitative és
kvantitative is (kivéve: a kozépmozgas szekularis gyorsulasa (Halley) —
Euler és D’Alembert sikertelen, C. meg se prébalja)



Euler, 1746: tablazatok; Clairaut, D’Alembert, 1747: sajat megoldasaik

A Hold apogeumanak szamitott mozgasa csak kb. fele az észlelt adatnak
— Clairaut: modositja a gravitacids torvényt (u-r? + v-r* = kb. stimmel)
— D’Alembert a magnesességre fogja, Euler is prébalkozik mindennel

1749: Clairaut ralel a megoldasra: amit az elején |ényegtelenként
elhanyagol (k6b06s tagok), az kés6ébb fontossa valik

— Euler kb. ugyanezt kihozza gyorsan, D’Alembert még pontosabba teszi
— 1752, Clairaut: Théorie de la Lune = Uj tdblazatok

D’Alembert: 1754: Recherches sur différents points importants du systeme
du Monde
+ 1756: sajat tablazatok + kés6bbi tovabbi pontositasok

Euler: 1753: Theoria motuum Lunae
— aflggelék tartalmazza el6szor az allandok varidlasanak modszerét
— erre alapozza Thobias Mayer sajat tablazatait
— 1772:0j, még pontosabb megoldas

Clairaut tablazatai a legpontosabbak ((1,5’ = a f. hosszusag 3/4° pontos),
mert er6sen hasznalja Lacaille észleléseit, de Euler elméleti megoldasa a
legaltalanosabb és késébb ebbdl Iépnek tovabb



A Hold kd6zépmozgasanak szekularis gyorsulasa:

CDE ezt ismerte, de nem tudta megmagyarazni = fontos probléma
Lagrange: 1774-ben probalja megmagyarazni
<> nem megy: kétségbe vonja a jelenséget kimutatod észlelési adatokat
Laplace:
— probalja a gravitacio véges terjedési sebességével magyarazni,
sikertelendl

— 1787: kdzvetett hatds: a bolygdk perturbaljak a foldpalya excentricitasat,
és ez gyorsitja lassan a honapokat:

* kb. 100 év alatt 10”-nyivel el6rébb csuszik (?)

* ez csak egy ideig van, aztan az excentricitas ismét néni fog, és a
szekularis gyorsulas negativva valik

* ez jol magyarazza az addigi észleléseket

* (100 évvel a Principia utan az utolsd ismert szabalytalansag is
magyarazatra lel)

— (de John Couch Adams (1819-92): Laplace tul sok paramétert
elhanyagolt = a valddi mérték kisebb a nala szamoltnal (5-6”/100 év)
— Delaunay meger®ésiti, és arra vezeti vissza, hogy a Fold forgdsa lassul a
gravitacids arapaly miatt (Kant))



Periodikus és szekularis perturbacio

* periodikus: a perturbald test periédusahoz valamilyen modon igazodva)

* szekularis: dllandd (pl. szek. gyors., a foldpalya apszispontjainak mozgasa
(- késGbb: ezek is periodikusak, csak sokkal hosszabb tavon)

e kilonbséget Euler is észreveszi, de az utdbbiak kezelésére Lagrange ad
eszkozoket: szétvalaszthatd, hogy

— periodikus: a szoban forgd égitestek palyaelemeitdl és poziciditol
egyszerre fliggenek (az utdbbi ciklikusan valtozo hatast eredményez),

— szekularis: csak a palyaelemektdl fliggenek (igy a hatas allandd)

ﬁ/aléjéban a szekularis egyenetlenségek nem masok, mint amik
visszamaradnak azutan, hogy (altalaban) sokkal nagyobb mennyiségek
kdlcsdndsen kioltjak egymast periodikus jelleggel... Am ezek
természetiket tekintve mulandodk és ideiglenesek, és rovid id6 alatt
nyom nélkul eltlnnek. A bolygot id6legesen elhlzza valami a palyajardl
(marmint a lassan valtozd palyajardl), aztan visszakényszeriti ra és eltériti
ugyanannyira a masik iranyba is, igy a valtozasok 6sszeadddnak és a :

Qindkét oldali kitérések atlagahoz tartanak.” / John Herschel

(1792-1871




Eredmények: a bolygdok mozgasa — CDE

* Ismert szabalytalansagok:
— a foldpalya apszispontjai (perihélium és aphélium) el6re haladnak
— az ekliptika hajlasa (a foldtengelyhez képest) nagyon lassan csokken
— Halley: a Jupiter és Szaturnusz mozgasaban kolcsonos zavarok
 Megoldasok — CDE:
— mindharman vizsgaljak, hogyan befolyasolja a Hold a Fold palyajat
— mindharman probalkoznak a Nap-Jupiter-Szaturnusz harmassal

— Clairaut, 1757: : a Hold és a Vénusz hatasa a Fold mozgasara (= az els6,

perturbacids hatasokra alapozott tomegbecslések: a Hold 1/67 [1/81], a
Vénusz 2/3 [0,82] M)

— Euler kiszamitja, hogy
» a foldpalya apszisvonala kb. 13”-et halad el6re évente
» az ekliptika hajlasa 48”-et csokken évente

* addig még ismeretlen (nem kimért) szabalytalansagok |étét el6rejelzi



Palyaelemek bolygdkra

Az alabbi paraméterek hatarozzak meg teljesen egy bolygd mozgasat:

Pdlya mérete, alakja:

* q:ellipszis fél nagytengelyének hossza

» e: ellipszis excentricitasa

Pdlya elhelyezkedése a sikban:

 : aperihélium (napkozeli) pont iranya

Pdlya elhelyezkedése a térben:

* j:inklinacié — a palya hajlasa az ekliptikahoz

e (2 afelszalld csomo6 hossza — a palyasik és
az ekliptika metszésvonalanak irdnya

Az égitest helye a padlyadn:

* T, egy perihélium-atmenet idpontja

Egitest helye

Perihéliumpont

v
Valodi anomalia

i

(Y)

0 e
Telszall Tavaszpont
iranya

(Megj.: az els6 3-ban lehetnek szekularis valtozasok is, a tobbiben csak per.)



Eredmények: a bolygdk mozgdsa — L?

F6 megoldatlan probléma: Jupiter és Szaturnusz egymasra hatasai (Halley)

Lagrange, 1776: ha két bolygd periddusa (nem tul nagy) egész szamok szerint
aranylik, akkor a periodikus hatasok szekularis effektusokat eredményeznek —

de ilyen nincs a Naprendszerben (szerinte)

DE: ha csak majdnem aranyosak, akkor nagyon hosszu periédusu

szabalytalansagok lesznek

marpedig P./P,=5/2 (elég jo kozelitéssel)
S/

704 :

— Laplace: 900 éves peridodus

7 V4 . 50"
- a hatas nem szekularis

30+

‘!." il 1

1773 és 84 kozott a L2 péros ot 1y .
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Eredmények:
e azexcentricitas és inklinacio csak bizonyos értékek kozott valtozhat
* egyes bolygdk palyaelemei kozti dsszefliggések (Laplace):

Z:I\/Ii Jae? és Z:I\/Ii Ja-tan’i  a Naprendszer egészére allando
i i

— van egy excentricitas és inklinacio-készlet a Naprendszerben
— az egyes bolygdkra tipikusan elég kicsi az e és i értéke

— igy egy bolygdnadl se valhatnak tul naggya (és f6leg a Jupiter és a
Szaturnusz viszi el a nagy részét, tomeglk és nagy tdvolsaguk miatt)

—> ez biztositja, hogy nem lehet olyan bolygd, ami a tobbivel ellentétes
iranyban kering

* azelsd 3 palyaelem mind bizonyos allando hatarok kozé van szoritva;
vannak gyors (periodikus) és lassu (szekularis) valtozasok

* Laplace: ez magyarazat a Naprendszer stabilitasara (de persze mindig
sorfejtések vannak - nem tokéletes eredmény)



Lagrange-pontok

* A haromtest-probléma bizonyos
specialis esetekben egzaktul megoldt
(két nagy + egy kicsi test)

* Az L-pontokon kvazi stabilan képes
elhelyezkedni a kicsi test
(korulottik kering)

* Ennek vannak természetes
(kisbolygok, tormelékholdak)
és mesterséges (mdlholdak,
drszondak) megvaldsulasai




Néhany egyeb eredmeény (Laplace)

* holdak: f6leg a Jupiter-holdak mozgasa

e aSzaturnusz gylrdje nem lehet merev test

e precesszio, nutacio (D’Alembert-énél) atfogdbb targyalasa, hasonld
szabalytalansagok a Holdra és a Szaturnusz-gydri(ire

* Fold alakja: Clairaut-énal jobb elméleti megoldas (de nem sokkal
pontosabb)

e arapaly egyre jobb magyarazata (bar a megfigyelésekkel még mindig nem
teljesen passzol)

e perturbacios elmélet alkalmazasa az listokosokre

e a perturbacid mértéke alapjan égitestek tomege becslilhetd:
Mars, Vénusz, Jupiter-holdak + a mar ismert adatok is pontosodnak
(kivéve: Merkudr — nincs szamottevé pert. hatasa — 1842-ig: akkor egy
Ustokos)

= a 19. szazad indulasaval a Naprendszermegfigyelt mozgasai kielégitéen
magyarazhatok, el6rejelezhetbk



Fuggelék: Laplace kode

* (hasonld, de valszeg fliggetlen: Kant, 1755)
* Exposition du systeme du monde, 1796:

— az 0sszes bolygd (7) és az 6sszes ismert hold (14) egy iranyba kering
(megj.: az Uranusz holdjai pont nem, de ez ekkor még bizonytalan, és
L. nem nagyon veszi figyelembe a kétségeket)

— a Nap, a bolygdk és a (nem kotott) holdak is erre forognak
nagyjabdl minden tengely egy felé mutat

— és minden mozgas kozelit a korhoz (kicsi e) és az egy sikhoz (kicsi i)
—> a Naprendszer egy hatalmas forgo kodbdl kondenzalodott ki

— (kivételek: Gstokosok (nagy palyahajlds és excentricitas) és a kozben
felfedezett kisbolygdk (atmeneti a bolygdk és az Gstokdsok kozott))



* Herschell: tobb szaz 6rvényl6 kodkorongot fedez fel, raadasul kiilonb6z6
fejlédési szakaszokat mutatnak: a strukturalatlan kodt6l a kozépitt
kondenzalddott felhén at (planetaris kod) a halmazszerl objektumokig

- Laplace:
igy jon létre minden Naprendszer: a forgd kodkorong gravitacios
kondenzacid soran gydriket dob le magardl, ebbdl lesznek a bolygdk

* &> nincs hozza matematikai modell:

/,,ezek csak felvetések a csillagok és a Naprendszer
keletkezésével kapcsolatban, melyeket mindazzal
a bizalmatlansaggal mutatok be, amit azoknak a

dolgoknak kell kivaltaniuk, melyeket nem megfigyelés

Kés szamitas eredményeiként kaptunk”

* Hiszen az elméleti csillagaszat nem mas, mint differencialegyenletek
felirasa és megoldasa



